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Zur Berechnung der Energiebänder in Kristallen nach der BLocHschen Methode (Methode der 
festen Bindung) ist die Lösung von Säkulardeterminanten erforderlich. Für Wellenvektoren, die in 
der BRiLLOui.N-Zone symmetrisch gelegen sind, ergeben sich Aufspaltungen der Determinante in Fak-
toren entsprechend der Symmetrie der Wellenfunktionen. Es wird gezeigt, wie man mit Hil fe bekann-
ter gruppentheoretischer Verfahren die Aufspaltung der Determinante in Faktoren angeben kann. 
Die Methode wird auf das Gitter mit hexagonal dichtester Kugelpackung angewandt. 

Zur näherungsweisen Berechnung der Energie-
bandstruktur von Festkörpern wird gewöhnlich das 
Potential in der Umgebung eines Atoms kugelsym-
metrisch angenommen. Hierdurch ist es möglich, 
die Einelektronenfunktionen nach Funktionen 
y j fr i l ) zu entwickeln, die in der Umgebung eines 
Atoms die Symmetrie von Kugelflächenfunktionen 
besitzen: 

V t ( r ) - 2 ^ ( ! ) v t r ( r ) . (1) 
v 

Sind die Funktionen V'f' ( r ) orthogonal zueinander 
und normiert, so folgt durch Einsetzen von (1) in 
d i e ScHRÖDiNGER-Gleichung 

Ff m = e i rpi 

mit dem HAMiLTON-Operator H eine Säkulargleichung 
für die Einelektronenenergie ft 

= (M® ) ; M® = M®* . (2) 

Dabei ist 

MW = J'xp*n Ff xplv dr (dr = dx dy dz) 

das Matrixelement zwischen den Funktionen rpift 

und V'lv • 
A/ ( t ) hängt vom Wellenvektor f ab. der in der re-

fiv o 

duzierten BRiLLOUiN-Zone definiert sei. Es ist nützlich 
zu wissen, welche Vereinfachungen der Matrix 9Ji(t 

sich für bestimmte Symmetrielinien oder -punkte der 
BRiLLOuiN-Zone ergeben. In solchen Fällen ver-
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schwindet eine Anzahl von Matrixelementen, oder 
es sind bestimmte Matrixelemente voneinander ab-
hängig. Die Säkulardeterminante läßt sich dann 
durch geeignetes Vertauschen von Zeilen bzw. Spal-
ten untereinander oder durch geeignetes Addieren 
oder Subtrahieren von Zeilen oder Spalten so um-
wandeln. daß der Zerfall in Determinantenfaktoren 
erkennbar wird. Für Säkularprobleme hoher Ord-
nung kann das Umwandeln der Determinante recht 
mühevoll werden. Es ist aber möglich, ihren Zerfall 
für einen symmetrisch gelegenen Wellenvektor aus 
der Symmetrie der zugehörigen Wellenfunktionen zu 
folgern. Das Verfahren wird in den Abschnitten 2 
bis 4 erläutert und in Abschnitt 5 auf das Gitter mit 
hexagonal dichtester Kugelpackung angewandt. In 
Abschnitt 1 werden zuvor einige gruppentheoretische 
Grundlagen zusammengestellt. 

Die Berechnung von Einelektronenenergien in Kri-
stallen aus einem Säkularproblem hat vor allem als 
I n t e r p o l a t i o n s v e r f a h r e n b e i A n w e n d u n g d e r BLOCH-
schen Methode Bedeutung, wie von SLATER und KO-
STER gezeigt wurde 1 . Das hier beschriebene Verfah-
ren ist bei der Bearbeitung eines solchen Interpola-
tionsproblems angewandt worden 2. 

1. Grundlagen 

Die Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen 
in Kristallen sind im Prinzip woh lbekannt 3 - 8 . 
Einige grundlegende Erkenntnisse sind folgende: 
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Der HAMiLTON-Operator eines Kristallproblems 
besitzt die Periodizität des Gitters und ist daher ver-
tauschbar mit den Symmetrieelementen der Raum-
gruppe des Gitters. Die Anwendung der Raumgrup-
penelemente auf eine Wellenfunktion mit dem Wel-
lenvektor f liefert eine Mannigfaltigkeit von Wellen-
funktionen zum gleichen Energiewert, deren Wellen-
vektoren jedoch im allgemeinen von f verschieden 
sind. Diejenigen Raumgruppenelemente, die ipt in 
Wellenfunktionen zum gleichen Energiewert und mit 
dem gleichen Wellenvektor überführen, haben die 
Eigenschaft, daß ihre Punktanteile bei Ausübung 
im Wellenzahlraum den Wellenvektor f invariant 
lassen oder in einen äquivalenten Vektor überführen, 
der sich von f nur durch einen Translationsvektor 
des reziproken Gitters unterscheidet. Diese speziellen 
Raumgruppenelemente werden als die Gruppe Gk 
des Wellenvektors f bezeichnet6. obwohl sie in be-
stimmten Fällen keine Gruppe bilden (solche Fälle 
können vorliegen, wenn ein Gitter mit Basis gegeben 
i s t ; h i e r z u sei au f e i n e A r b e i t v o n DÖRING u n d ZEHLER 
verwiesen 9 ) . Gk enthält stets die Gruppe der primiti-
ven Translationen. Um die irreduziblen Darstellun-
g e n v o n Gk zu e rha l t en , g e n ü g t es, w i e HERRING ge -

zeigt hat1 0 , die Darstellungen der zu Gk isomorphen 
Faktorgruppe Gk/Tk zu berechnen, wobei der Nor-
malteiler Tk die Gruppe derjenigen primitiven Trans-
lationen t ist, für die exp ( i f • t) = 1 gilt. 

Jede Wellenfunktion mit dem Wellenvektor f wird 
bei Anwendung der Elemente von Gk entsprechend 
einer der irreduziblen Darstellungen von Gk trans-
formiert. Die Wellenfunktion ift muß sich daher als 
Linearkombination der Basisfunktionen der zugehö-
rigen irreduziblen Darstellung von Gk schreiben 
lassen. Der Vergleich mit (1) zeigt, daß die Entwick-
lung (1 ) nur dann sinnvoll ist, wenn sich die Basis-
funktionen wiederum durch die Funktionen iptv(x) 
ausdrücken lassen. Dies ist möglich, wenn der winkel-
abhängige Anteil der Funktion i p i v ( x ) durch eine 
Kugelflächenfunktion 

Yr(#,<p)= l / ( 2 i t ^ | ~ ' | T l 1 > ! ' ^Y"(cos &) • e i m f , 

m = - l , - ( l - 1 ) , . . . , 0 , 1 , 2 , . . . , / (3) 

gegeben ist. P"l{cos $ ) ist hierbei eine zugeordnete 
Kugelfunktion erster Art n . Real- und Imaginärteil 
von Yim folgen durch Kombination von Yf 1 und 
y r » . 

Yr&,<P)= j i (Yim + Yrm)= ]/(22t|z+lJ|T')! -Wcos^-cosm?, 

r r = | ( Y r - Y e n = ] / ^ P ^ F P • P r ( < * » &y• S I N M <p. 

Die Y i c p ) sind die Basisfunktionen der ( 2 1 + 1)-
dimensionalen Darstellungen der dreidimensionalen 
Drehspiegelungsgruppe, in der die Punktelemente 
aller dreidimensionalen Raumgruppen enthalten 
sind4 . Hierdurch ist es möglich, daß in Gl. (1) die 
Entwicklung nach einem als ausreichend angesehenen 
höchsten Wert von l abgebrochen werden kann, wo-
bei die Symmetrie der Wellenfunktionen ipj und die 
Orthogonalität der rpiv streng erhalten bleiben. Wegen 
der vorausgesetzten Normierung der *ptv sind in 
GL (3) normierte Kugelflächenfunktionen eingeführt 
worden. 

In einer Elementarzelle mit p Basisatomen, die 
durch die Koordinatenvektoren . . . ,$bp gekenn-
zeichnet sein sollen, ist die Wellenfunktion gegeben 
durch 

= Mr-ä«|) YTi . (4) 
Imi 

Die Radialfunktionen Ru(\ t —3j|) hängen nur vom 

Abstand des Aufpunktes vom zugehörigen Basisatom 
ab. 

Zu einem Wellenvektor in allgemeiner Lage in 
der BRiLLOuiN-Zone gehört eine Gruppe Gk, die nur 
die Translationsgruppe enthält. Es gibt dann nur 
eine einzige, eindimensionale irreduzible Darstellung 
von Gk, entsprechend einem einzigen Symmetrietyp 
der Wellenfunktionen. In GL (4) sind in diesem 
Falle im allgemeinen alle Koeffizienten von Null ver-
schieden und voneinander unabhängig. Dagegen ver-
schwinden bestimmte Koeffizienten oder werden von-
einander linear abhängig, wenn f symmetrisch ge-
legen ist. Gk besitzt dann mehrere irreduzible Dar-
stellungen, mindestens aber eine mehrdimensionale 
(im letzteren Falle ist Gk bestimmte keine Gruppe, 
da die identische Darstellung fehlt). Jeder dieser 

9 W . DÖRING u . V . ZEHLER, A n n . P h y s . . L p z . 1 3 , 2 1 4 [ 1 9 5 3 1 . 
10 C. HERRING, J. Franklin Inst. 233, 525 [1942] . 
11 JAHNKE-EMDE, Tafeln höherer Funktionen, Leipzig 1948. 



Darstellungen entspricht ein Symmetrietyp der Wel-
lenfunktionen. 

2. Transformation der W ellenfunktionen 
unter der Gruppe von f 

Um die Aufspaltung der Säkulardeterminante für 
einen symmetrisch gelegenen Wellenvektor f zu be-
stimmen. muß man die Gruppe G/- zugrunde legen 
und für jede Darstellung die in Gl. (4) auftretenden 
Kugelflächenfunktionen bestimmen. Für die Punkt-
gruppen aller dreidimensionalen Raumgruppen hat 
A L T M A N N 12 die Symmetrie der Kugelflächenfunktio-
nen untersucht und dabei ein Verfahren angewandt, 
das sich auch auf Raumgruppen von Gittern mit Basis 
übertragen läßt. Es beruht auf der von W I G N E R 1 3 

abgeleiteten Bedingung dafür, daß eine Funktion (p^' 
zur irreduziblen Darstellung r,,](S) einer Gruppe 
von Operatoren S gehört: 

£-/HS)*-Scfu)= ± vu). ( 5 ) 
s 1 

Dabei ist h die Ordnung der Gruppe, q die Dimen-
sion der Darstellung und 7 ; der Charakter des 
Elementes 5 in der Darstellung T[>\ Der Operator S 
ist durch folgende Festlegung definiert14: 

Es sei 3 eine längenerhaltende Transformation 
des Koordinatenvektors x ' = { x . y ' . z ) in den Ko-
ordinatenvektor r = (x, y, z) : 

r = @r'. (6) 
Ferner soll gelten x' = 2 _ 1 1 " . (6 a) 

Der Transformation ^ läßt sich ein Operator S zu-
ordnen derart, daß 

Srp(v) = S c p ( Z r') = r p { x ' ) . (7) 

Setzt man in Gl. (5) für die erzeugende Funktion rp^' 
Kugelflächenfunktionen ein. und bedeutet S = Saßy 
eine Rotation, die mit den EuLERschen Winkeln a. ß, y 
verknüpft ist. so gilt 

SaßrYrtf,<p) = XD-l}(*ßr).»'.» Yf(&9<p). (8) 
m'=-l 

D® (OL ß y) 
in', m das \Iatrixelement der Rotation 

in der (2 / + 1)-dimensionalen Darstellung der drei-
dimensionalen Drehgruppe. Bedeutet Saßy dagegen 
eine Spiegelung, so ist das Matrixelement mit ( — 1) ' 
zu multiplizieren. 

In Gl. (6) sei nun 2 eine primitive Translation 
um den Vektor t: 

r = r' + t . 
Der zugeordnete Operator sei S = So:m. t- Es gilt dann 
nach Gl. (7) 

•SiHHi.tf (r) =ff (r — t) . (7 a) 
In einem Kristallgitter ist nach dem BLOOHschen 
Theorem eine Einelektronenfunktion r/t mit dem 
Wellenvektor f von der Form 

r / f ( r ) = e ' f ' 1 u f ( r ) . 

wobei Uf(l') Gitterperiodizität besitzt. Daher folgt 
aus Gl. (7 a) 

Sm).trf(X) = e~i( t (f(x) . (8 a) 

In Gl. (8 a) kann für cp bis auf den Radialanteil eine 
der Funktionen Y/"'(&.(f) gesetzt werden. 

Für einen Raumgruppenoperator Saßy. t- der einer 
orthogonalen Transformation mit nachfolgender pri-
mitiver Translation entspricht, gilt 

Saßy. t = Soon, t ' Saßy 

und damit 

Saßy, t YriO.rp) =e-i"£D«Hzßy)m^m Yr'(d.rp). (9) 
m=-l 

Es sei nun ä/y = — §>-t eine nichtprimitive Transla- koordinaten in bezug auf das Basisatom des z-ten. 
tion. die einen Gitterpunkt aus dem /-ten in das /-te 0j,(pj die Winkelkoordinaten in bezug auf das Basis-
Teilgitter überführt. Ferner seien die Winkel- atom des /-ten Teilgitters. Nach den Gin. (7) und 

(8) gilt dann 

S*ß;,5ii Yr(#i, <Pi) = Sooo.„, I7" (0 f , <Fi) = Y D(t*(zßY)m',m Yfidj. <f-}). (10) 
m=-l 

12 S. L. ALTMANN, Proc. Cambr. Phil. Soc. 53, 343 [1957]. Quantenmechanik, der Atomspektren. Verlag Vieweg. 
13 E. WIGNER, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Braunschweig 1931, S. 126. 

14 G. F. KOSTER. Notes on Group Theory. Technical Report 
No. 8. Massachusetts Inst, of Technology 1956. S. 53. 



Ein weiteres Ergebnis erhält man durch Verknüpfung der Gin. (7) und (9) : 

S«ßy,5ij+t Yr^i,cpi) = Sooo.t -Sooft*, s < * y Y r ( & i , < p t ) = e - » " t • D ® ( a ß y ) m - . m Yf\Ohrf.) . ( 1 1 ) 
m'=—l 

3. Bestimmung der einfachsten Basisfunktionen 

Um nach Gl. (5) die zur Darstellung -T(;i gehöri-
gen Funktionen zu bestimmen, ausgedrückt durch 
Kugelflächenfunktionen, hat man nach dem Vorgang 
von A L T M A N N 12 in Gl. (5) Yf1 als Erzeugende für 
alle in Frage kommenden Werte von l und m ein-
zusetzen. Es genügt, die Summe über alle Elemente 
der Faktorgruppe G/jTk zu erstrecken, auf die man 
sich nach H E R R I N G 10 beschränken kann (s. S. 525). 
Die Transformierten S Y"1 ergeben sich aus den 
Gin. (8) bis (11). 

In den meisten praktischen Fällen werden durch 
Yim Kombinationen von Y™ und Yj~m erzeugt, wo-
bei sich die Anteile auch auf verschiedene Teilgitter 
beziehen können. Jede dieser Kombinationen kann 
für sich allein in der Basis einer Darstellung als eine 
der Basisfunktionen auftreten. Sie sollen daher hier 
als die „einfachsten Basisfunktionen" bezeichnet 
werden. Da der Index l der Kugelflächenfunktionen 
unbegrenzt ist. gibt es zu jeder Darstellung beliebig 
viele einfachste Basisfunktionen (dagegen ist die 
Zahl der Funktionen in der Basis einer Darstellung 
gleich ihrer Dimension). Auf Gl. (4) angewandt be-
deutet das Auftreten von kombinierten Kugelflächen-
funktionen, daß bestimmte Koeffizienten A . unter-
einander gleich sind. 

Die einfachsten Basisfunktionen sind für alle 
Punkte einer Symmetrielinie in der BRiLLOUiN-Zone 
die gleichen, wie aus Gl. (5) auf folgende Weise 
geschlossen werden kann: Die Punktgruppe, die sich 
Gk zuordnen läßt, ist für alle auf derselben Sym-
metrielinie endenden Wellenvektoren die gleiche. 
Daher rufen nur diejenigen Elemente von Gk , die 
mit einer primitiven Translation verbunden sind, 
beim Ubergang von f zu f + öt Änderungen der 
Transformierten Scf'^ und der Charaktere /^ ' (S) 
hervor. S (p{'] ist dann mit e " ( t ' ö t , (5) * mit 
e+it-dt z u multiplizieren. Das Produkt yjj) (S) *• S <pW 
ist also unabhängig von der speziellen Lage des 
Punktes auf der Symmetrielinie. 

4. Zerfall der Säkulardeterminante 

Jeder Darstellung der Gruppe von f entspricht 
ein Symmetrietyp der Wellenfunktionen und bei 
Entwicklung nach Kugelflächenfunktionen ein Säku-

larproblem, dessen Rang gleich der Zahl der linear 
unabhängigen Koeffizienten in Gl. (4) ist. Der ein-
zigen eindimensionalen Darstellung für einen Wel-
lenvektor in allgemeiner Lage entspricht der maxi-

^ max 
male Rang r = p - S ( 2 / + 1 ) , wobei p die Zahl 

1=0 
der Atome in der Elementarzelle und /max der höchste 
in Gl. (4) berücksichtigte Wert von l ist. Beim Über-
gang zu einem symmetrisch gelegenen Wellenvektor 
können mehrere Darstellungen der Gruppe von f 
auftreten. Sind die zugehörigen einfachsten Basis-
funktionen nach Abschnitt 3 bestimmt, so ergibt sich 
die mit der Darstellung verbundene Säkulardetermi-
nante entsprechend Gl. (2) durch Bildung der Matrix-
elemente zwischen diesen Funktionen. 

Eine besondere Vereinfachung besteht im Falle 
mehrdimensionaler Darstellungen. In der Basis tre-
ten dann mehrere Funktionen auf, die alle zum glei-
chen Energiewert gehören. Wie B O U C K A E R T , SMOLU-

CHOWSKI und W IGNER 6 gezeigt haben, hängen dann 
an dem betrachteten Punkt in der BRiLLOUiN-Zone 
entsprechend viele Energiebänder zusammen. Es ge-
nügt in diesem Fall, eine einzige Funktion der Basis 
auszuwählen und diejenigen einfachsten Basisfunk-
tionen im Säkularproblem miteinander zu kombi-
nieren, die den gleichen Platz in der Basis besetzen 
können. Die zugehörige Determinante tritt so oft 
auf. wie die Dimension der Darstellung angibt. 

Da die einfachsten Basisfunktionen für alle 
Punkte einer Symmetrielinie die gleichen sind (s. 
Abschnitt 3), ändert sich an der Form der Säkular-
determinante nichts, wenn man von einem Punkt 
der Symmetrielinie zu einem benachbarten übergeht. 
Es genügt daher, die Form der Determinante für 
den Anfangs- oder Endpunkt der Symmetrielinie 
zu bestimmen. Hierdurch ergeben sich weitere Ver-
einfachungen. 

5. Anwendung auf die Raumgruppe Dj?h 

Das Gitter mit hexagonal dichtester Kugelpackung 
(Raumgruppe D61l) besteht aus zwei gleichen, in-
einandergeschobenen einfachen hexagonalen Gittern, 
die durch einen nichtprimitiven Translationsvektor r 
ineinander überführbar sind. In einem rechtwink-



f ,c r<n i m einfachste Basisfunktionen Beispiele 

0, 0, ks Ax 

T f i v 

0 mod (+1) 0 mod ( + 6) 
3 mod (+6) 

rrr + YTS \7ms Vms 1 11 — 1 11 sx + s2, 2 L + 2 2 , (3 2 2 - r\ + (3 z2- r2)2 

A 0 mod (+1) 0 mod (+6) 
3 mod (+6) 

Ymc YmC 

Y?{ + r j f sx — s2, z1 — z2, (3 z- — r2)x — (322 — r2)2 

3 mod (+1) 3 mod (+6) 
6 mod (+6) 

J'mc Y™ 
Vmt ] ymt 1 11 -T 1 12 

3 mod (+1) 3 mod (+6) 
6 mod ( + 6 ) 

Y?{ + 
Vmt y m » 1 11 — 1 12 

1 mod (+1) 1,5 mod (+6) 
2,4 mod (+6) 

t y m i "I'm» v t « "lTmc\ t-« /I — 1 12, 1 11 — 1 12) / Vme 1 Vme Vmt i Vm»\ \2 11 i 1 12 ' 1 11 ~r 1 12) 
(,Vi — y*, xi — x2), (yz 1 — yz2, xzi — xz2) 
[(;r2 - y~)i + (x2 — y2)2,xyx + xy2] 

1 mod (+1) 1,5 mod (+6) 
2,4mod(+6) 

1 "l'mji I Vmt Vme _L_ I1 — 1 12» J 11 "T* 1 12) 
(YJT - YTi, YIY - Yf$) 

(y-1 — y2* + x2), (yzx — yz2,xz1+ xz2) 
[(x2 - y2)1 - (x2 - y2)2, xyx - xy2] 

kx, 0. 0 
2 71 

kx'a]/ 3 ' ° 
Civ 

Tx 
0 mod (+2) 
1 mod (+2) 

0 mod (+2) 
1 mod (+2) 

Vme 1 VffM: x'ms rmj 1 11 T 1 12, 1 11 — 1 12 
Vme _L Vme Vmi Vmt 1 11 1 1 12, 1 11 ~ 1 12 

+ (3z2 - r\ + (3 z2 - r\, 
(x2 — y2) 1 + (x2 — y\, xy1—xy2 
xi + x2> yi — 2/2 

kx, 0. 0 
2 71 

kx'a]/ 3 ' ° 
Civ T4 

0 mod ( + 2) 
1 mod (+2) 

0 mod (+2) 
1 mod (+2) 

\~rnr \' mr Vmt i Vmt 1 11 — 1 12, 1 II T 1 12 "l 'me Vme Vmt Vms 1 11 — 112, 1 11 ~r 1 12 
- So, (3z2 - r2)x - (3z2 - r2)2 

(x2 — y2) 1 — (x2 - y2)*, xyi + xy, 
xi — x2> yi — 2/2 

kx, 0. 0 
2 71 

kx'a]/ 3 ' ° 
Civ 

T3 
2 mod ( + 2) 
1 mod ( + 2) 

1 mod (+2) 
0 mod (+2) 

Vme 1 y m e Vmt Vmt 1 11 ~r 1 12, 1 11 ~~ 112 Vme 1 Vme Vm* Vnu 1 11 1 1 12, 1 11 ~ 1 12 
xz1 + xz2,yzx — yz2 
zx + z2 

kx, 0. 0 
2 71 

kx'a]/ 3 ' ° 
Civ 

T2 
2 mod ( + 2) 
1 mod ( + 2) 

1 mod (+2) 
0 mod (+2) 

\'me Vme vmt i Vmi 1 11 — 1 12, 1 11 1 12 Vme Vme Vmt i Vmt 1 11 1 12, 1 11 1 1 12 
xzx — xz2,yzx + yz2 
Z1 ~ Z2 

0, ky, 0 
C 2v 

0 mod ( + 2) 
1 mod ( + 2) 

0 mod (+2) 
1 mod (+2) 

Vme Vme 2 11, 1 12 Vmt Vmt 1 11, 1 12 
sx,s2, (3z2 — r2)1? 
(3z2-r2)2,(x2-y%,(x2-y% 
yi,y2 

0, ky, 0 
C 2v 

2 mod (+2) 
3 mod ( + 2) 

1 mod (+2) 
2 mod (+2) 

Y\T, YT-! 
YX, RR? xzx, XZo 

0, ky, 0 
C 2v 

2 mod (+2) 
1 mod (+2) 

1 mod ( + 2) 
0 mod (+2) 

Vm» Vmt 1 11, 1 12 
1 n, 5 12 

yzi,yz2 
zl, z2 

0, ky, 0 
C 2v 

1 mod (+2) 
2 mod (+2) 

1 mod (+2) 
2 mod (+2) 

~yme ymc 
Vme Vme 1 11, 1 12 

xl, x2 
xyi,xy2 

kx, 
2 71 71 

Coy 

S I 0 mod (+1) 0 mod (+1) (Y\T, YTi) \ 
(IT/, YK) f 

(S1,52),(X1,X2),(?/1,!/2),(21,22) 
(xyx,xy2), (xzlyxz2), (y zv yz2) 
[{x2 - y\, (x2 - 2/2)2] 
[(3 22 -r2 )1 , (322 - r 2 ) 2 ] 

C~2\ 
R 1 

0 mod (+2) 
1 mod ( + 2) 
1 mod (+2) 
2 mod (+2) 

0 mod (+2) 
1 mod (+2) 
0 mod (+2) 
1 mod (+2) 

vme 1 11 
Yff 
Y™ 
Vmt 
1 12 

5l,(3 22 - r 2 ) 1 , ( x 2 - y 2 ) 1 

z2 
yz2 C~2\ 

R2 

1 mod (+2) 
2 mod ( +2 ) 
2 mod ( + 2) 
3 mod (+2) 

1 mod ( + 2) 
2 mod ( + 2) 
1 mod (+2) 
2 mod (+2) 

Vme 
1 i l 
RN» 
RR; 
RR? 

Xl 
xyx 

C~2\ 

R3 wie in Rl5 aber mit vertauschten Indizes 1 und 2 

C~2\ 

wie in R2, aber mit vertauschten Indizes 1 und 2 



1 ,c r'>) l m einfachste Basisfunktionen Beispiele 

2 71 
o, ~r, h 

aj/3 
C-2v 

Ux 
0 mod ( + 1 ) 
1 mod ( + 1 ) 

0 mod ( + 2 ) 
1 mod ( + 2) 

Yn + Vms Vms J 11 — 1 I2 
•h + Zx + z2, (3z2 - r\ + (3z2 - r% 
(x2 - y\ + (x2 - y2)2 

2 71 
o, ~r, h 

aj/3 
C-2v 

u 2 
0 mod ( + 1) 
1 mod ( + 1) 

0 mod ( + 2 ) 
1 mod ( + 2 ) 

Yn — Yfi 
Yn + Y?1 

«1 - «2' Z1 - z2> (3z2 - r\ - (3z2 - r2)2 
(x2 — y\ — (x2 — y2)2 
Vi + 2/2' y zi + yz2 

2 71 
o, ~r, h 

aj/3 
C-2v 

U3 

U4 

1 mod ( + 1 ) 
2 mod ( + 1) 

1 mod ( + 2 ) 
2 mod ( + 2 ) 

Vme 1 Vme * n ~r r i-2 Vms Vms * 11 — X 1-2 
X1 + X2> XZ1 + XZ2 
xVi-xy2 

2 71 
o, ~r, h 

aj/3 
C-2v 

U3 

U4 
1 mod ( + 1 ) 
2 mod ( + 1 ) 

1 mod ( + 2 ) 
2 mod ( + 2 ) 

Vmc y mc 1 11 — 1 12 
YTI + Yn xyx + xy2 

4:71 n l 
da 
Csv 

Px 
1 mod ( + 1) 
2 mod ( + 1 ) 

1 mod ( + 3 ) 
2 mod ( + 3 ) 

Yt? + F,lm 
V—m i V+m 111 T 

(xx + x2) + i (yx — y2), 
(xzx + xzo) + i(yzx — yz2) 
[(:r2 - y2\ + (x2 - y2)2] - i(xyx - xy2) 

4:71 n l 
da 
Csv 

p. 1 mod ( + 1) 
2 mod ( + 1 ) 

1 mod ( + 3 ) 
2 mod ( + 3 ) 

V+m y-m Ml — 1 12 V—»» V+m I 11 1 12 
(*i - xz) + Hyi + y2), 
(xz1 — xz2) + i(yz1 + yz2) 
[(x2 - y\ - (x2 - IJ2)2] -i{xy1 + xy2) 

4:71 n l 
da 
Csv 

p3 
0 mod ( + 1 ) 
1 mod ( + 1 ) 
2 mod ( + 1 ) 

0 mod ( + 3) 
1 mod ( + 3 ) 
2 mod ( + 3 ) 

/ Vmc I Vme mc Vme\ {I 11 ~T J 12 » 1 11 — 1 12) 
(Yfim + r , v , Yrim - y,+2m) 
(Ytim + Yf2m, Ytin - Yr2m) 

(81 4- s2,sx — s2),... 

Tab. 1. Die einfachsten Basisfunktionen in den Darstellungen der Gruppen von A, T, H, S, R, U, P. 

ligen Koordinatensystem x, y, z sind 

a ^ a d , 0, 0 ) ; a.2 = a ( | , i | , o ) ; a3 = c ( 0 , 0, 1) 

die primitiven Translationen jedes der beiden Teil-
gitter. Es ist 

r = J (fl! + a2) + i a3 . 

a und c sind die Gitterkonstanten. Bei ideal dich-
tester Kugelpackung ist c/a= j / 8 /3 . 

Abb. 1 zeigt die BRiLLOUiN-Zone mit den Bezeich-
nungen der Symmetrielinien und -punkte nach HER-
RING 1 0 . D i e G l e i c h u n g e n d e r B e g r e n z u n g s f l ä c h e n 
sind 

!z=±n/c; ty=± 2 si/aV'3 , 

ty + V3tx=±47i/aV3, 

ty-]/3fx = ±A7i/aV3. 

Für die Anwendung der Gl. (5) auf das Gitter mit 
hexagonal dichtester Kugelpackung genügt die Kennt-
nis der Matrixelemente D^(aßy) m\m für ß = 0 
u n d ß = Ji. W i e ALTMANN 1 2 g e z e i g t h a t , ist 

Ö«(a0y)m',m = efma eim? dm->m, 
(12) 

D« (a 7t y) w-, m = ( - 1)1 eim« e~im? 6m't _m . 

Ferner gilt für die Darstellungsmatrizen der zwei-
dimensionalen Darstellungen 

nrtW n \ (eima e imy 0 \ 

m t 0 ( - 1 )le-imaeimy\ 

(12 a) 
Es können nur ein- oder zweidimensionale Darstel-
lungen auftreten, da die Punktgruppen, die man den 
Gruppen der symmetrisch gelegenen Wellenvektoren 
zuordnen kann, Diedergruppen sind. 

Die Darstellungen und Charaktere der Faktor-
gruppen Gk/Tk in der Raumgruppe D|h sind von 
HERRING 1 0 f ü r d i e w i c h t i g s t e n S y m m e t r i e l i n i e n u n d 
-punkte in der BRiLLOUiN-Zone berechnet worden. 



Tab. 1 gibt die einfachsten Basisfunktionen der 
Darstellungen solcher Gruppen Gk an. deren Wellen-
vektoren zu einem Punkt auf einer Symmetrielinie 
in der BiuLLOuiN-Zone gehören. Die Tabelle enthält 
in der ersten Spalte den Wellenvektor sowie die 
zugehörige Punktgruppe. In der zweiten Spalte sind 
die Darstellungen der Gruppe Gk in der Bezeich-
nungsweise von HERRING aufgeführt. In der dritten 
und vierten Spalte stehen die Parameter l und m der 
vorkommenden einfachsten Basisfunktionen in der 
Bezeichnungsw-eise von A L T M A N N 1 2 . mod( + N ) be-
deutet, daß beliebige Vielfache von n zu der angege-
benen Zahl addiert, aber nicht von ihr subtrahiert 
werden können. Die fünfte Spalte enthält die zu den 
Darstellungen gehörigen einfachsten Basisfunktio-
nen. Bei den zweidimensionalen Darstellungen ist 
die Basis als einzeilige Matrix angegeben. In der 
letzten Spalte stehen die einfachsten Basisfunktionen 
für / = 0 , 1 . 2 . Nur im Falle der Darstellung P3 

wurde aus Platzgründen davon abgesehen, alle 
Funktionen anzugeben. Die beiden Indizes 1 und 2 
der in der fünften und der letzten Spalte stehenden 
Funktionen beziehen sich auf die beiden Teilgitter. 

In der Tabelle wurde nach Möglichkeit von der 
reellen Schreibweise der Basisfunktionen Gebrauch 
gemacht. Im einfachsten Falle wird z. B. bei Anwen-
dung von Gl.(5) durch F f eine Funktion Y % ± Y ü m 

erzeugt (z = 1 .2 ) . Nach Gl. (3a) ist dies bis auf 
Zahlenfaktoren gleich Y™c oder Y . In anderen 
Fällen gehören zur Darstellung die einfachsten Basis-
funktionen Yf\+ Yf2m und Y f r + YT2, erzeugt durch 
Yfj bzw. Yüm. Dann kann man auch Y?]c + Y™ 

und i '{'i — Y'12 a ' s einfachste Basisfunktionen in 
reeller Schreibweise wählen. In den zweidimensio-
nalen Darstellungen bedeutet der Ubergang von der 
Basis (Yf. Yfm) zur Basis (Y\n\ Y?s) die Anwen-
dung einer Ähnlichkeitstransformation D T auf 
die Darstellung D nach Gl. (12). Dabei ist 

/ - i - ^ 
1/2 [ 2 

V 1/2 1/2 

Für die Darstellungen Pj und Po lassen sich keine 
reellen Basisfunktionen angeben. Zur Darstellung P;5 

gehören sowohl reelle als auch komplexe einfachste 
Basisfunktionen. 

Um ein Beispiel zur Anwendung der Tabelle 
zu geben, sei nach den Determinanten gefragt, die 
zu den Darstellungen der Gruppe des Punktes P 
(4.T/3 a, 0, k z ) gehören. Es sollen die Kugelfunk-
tionen für 1 = 0 und / = 1 berücksichtigt werden. Für 
das Matrixelement zwischen zwei Funktionen g und h 
soll die Abkürzung (g/h) gelten. Man erhält dann 
für die Darstellung Pt 

r 2 ) + i ( y 1 - y 2 ) ) - e = 0, 
ebenso für P2 

((a^-a^) + + y 2 ) / ( x 1 - x 2 ) + i ( y 1 + y 2 ) ) - e = 0. 
Für die zweidimensionale Darstellung P3 erhält man 
zwei dreireihige Determinanten, von den nur eine 
berechnet zu werden braucht, da die andere die glei-
chen Energiewerte liefert (s. Abschnitt 4) . Die bei-
den Determinanten sind 

((si+s2)/(si + s 2 ) ) -e 
( (2 l + 2o)/(s1 + S 2 ) ) 

((Zl + *2) -%l - « / 2 ) / (S l + S2)) 
und 

((st—s2)/{s1 — s2)) — e 
( ( ^ - ^ / ( S i - S , ) ) 

(i,xx—x2) -i{y1+y2)/{s1 — s2)) 

((s1 + s2)/(z1+z8)) 
((Z1 + 2 2 ) / (2 1 + 2 2 ) ) - £ 

((zi + a^) - i ( y 1 - y 2 ) / ( z i + z 2 } ) 

( ( 5 l -5 2 ) / ( 2 l -z 2 ) ) 
({Z1-Z2)I(Z1-Z2))-£ 

(fo-z,) —i(y1+y2)/(z1 — z2)) 

(ih + sj/ixi+xi) —Hy i-y»)) 
((ziJrZ2)/(xl-\-x2)—i(y1~ y2)) 

((x1 + .r,) —i(yi—y2)/(x1 + x.2) -i(yi—y2))-s 

((s1-s2)/{xl-x2) —i(y! + y2)) 
{(Zt-zJ/fa-xJ-Hyi + yJ) 

((JJ-T») —i{y1+y2)/(x1 — x,) —i(yi + y2)) — s 

= 0 

= 0 

M I A S E K 15 hat die Matrixelemente zwischen den reellen Kugelflächenfunktionen für die Raumgruppe D 
in Abhäng 
Ziehungen 
in Abhängigkeit vom Wellenvektor in allgemeiner Form berechnet. Für den Punkt P erhält man die Be-

( s j s t ) = (s2/s2); ( x j / x j ) = ( i j j / y j ) ; j = 1, 2; 
( x j x j = ( x 2 / x 2 ) ; (yjyt) = (y2/y2); ( z j z j = ( z 2 / z 2 ) ; 
( s j / s k ) = ( S j / X j ) = ( s j / y j ) = (sj/zj) = (Sj/zk) =0; /', k = 1, 2; 
( x j / y i ) = ( X j / z j ) = ( y j / z j ) =0 ; /'= 1, 2; 
( s j x 2 ) = ( s 2 / * i ) = - i { s j y 2 ) = i { s 2 / y 1 ) ; 
(xjy2) = (y 1/^2); (xjz2) = (zJx2); (yJ^) = (^1/2/2); 
( Z i / y z ) = ( 2 / 1 / 2 / 2 ) = - i ( x j x 2 ) ; ( x j z 2 ) = - i ( y j z o ) . 

M . MIASEK, P h y s . R e v . 1 0 7 , 92 [ 1 9 5 7 ] . 



Ferner gelten die durch die HERMiTEzität der Säku-
larmatrix [s. Gl. ( 2 ) ] bedingten Beziehungen. 

Damit ergibt sich für 

PT (XJXJ + 2 ( X J X 2 ) - £ = 0 , 

Po {xjxj-2(xjx2)-£ = 0, 
(sjsj ~e - 2 i(sjxs) 0 
2 i(sjxt) 2 (xjxj-e 2 i(Xl/z2) 

0 —2 i(xjz2) (zjzj-e 
= 0 (zweimal) . 

Die gleichen Determinanten erhält man auch, wenn 
man das Säkularproblem vom Rang 8 für s- und p-

Funktionen mit den von MIASEK berechneten Matrix-
elementen ansetzt und die Determinante durch Ver-
tauschen von Zeilen bzw. Spalten vereinfacht. Es ist 
dann auch notwendig, Zeilen und Spalten in passen-
der Weise mit i bzw. — i zu multiplizieren, um den 
Zerfall der Determinante in Faktoren zu erreichen. 
Dies entspricht der Einführung von komplexen Basis-
funktionen, wie in Tab . 1 angegeben. 

Herrn Prof. Dr. E . K R A U T Z danke ich herzlich für die 
Förderung dieser Arbeit. 

Z u r Theorie des metallischen Silbers 

V o n P . G O M B Ä S 

Aus dem Physikalischen Institut der Universität für Technische Wissenschaften, Budapest 
(Z. Naturforschg. 15 a, 531—535 [1960] ; eingegangen am 17. März 1960) 

Auf Grund eines vom Verfasser in mehreren früheren Arbeiten ausgearbeiteten Metallmodells wird 
die Bindung des metallischen Silbers behandelt und die Gitterkonstante, Gitterenergie, Sublimations-
energie und Kompressibilität, sowie die Drude—Dichte- und die Drude —Kompressibilität-Beziehung 
des metallischen Silbers am absoluten Nullpunkt der Temperatur berechnet. Die Resultate stimmen 
mit den empirischen gut überein, wobei hervorzuheben ist, daß in die Berechnungen keinerlei empiri-
sche oder halbempirische Parameter einbezogen wurden. Ein wesentlicher Unterschied im Verhältnis 
zu den Alkalimetallen ist, daß bei den Edelmetallen die Wechselwirkung der benachbarten Ionen im 
Gitter nicht vernachlässigt werden kann; die aus dieser Wechselwirkung resultierende Abstoßungs-
energie spielt für Edelmetalle eine wesentliche Rolle. 

In mehreren früheren Arbeiten 1 wurde vom Ver-
fasser für Alkali- , Erdalkali- und Edelmetalle ein 
Metallmodell entwickelt, mit dem man ohne Zuhilfe-
nahme empirischer oder halbempirischer Parameter 
die Bindung dieser Metalle erklären kann und das 
weiterhin die Herleitung einiger wichtiger Beziehun-
gen, sowie die Berechnung der wichtigsten struktur-
unempfindlichen Metallkonstanten ermöglicht. Das 
Metallmodell wird aus dem Gitter der positiven 
Metallionen und aus dem Gas der freien Metall-
elektronen (Valenzelektronen) aufgebaut. Das We-
sentliche ist, daß die Metallelektronen von den sta-
tistisch behandelten Rumpfelektronen gesondert in 
Betracht gezogen werden und ihr Verhalten in einem 
modifizierten Potentialfeld der Metallionen bestimmt 
wird. 

Dieses modifizierte Potential setzt sich aus dem 
elektrostatischen Potential des Rumpfes und einem 
nicht-klassischen Zusatzpotential, und zwar aus einem 

Abstoßungspotential zusammen, das eine Folge des 
PAuuschen Besetzungsverbotes der von den Rumpf-
elektronen vollbesetzten Quantenzustände ist. Für 
dieses Zusatzpotential wurden vom Verfasser 2 zwei 
Ausdrücke von verschiedener Form hergeleitet. Wäh-
rend bei dem einfacheren ersteren die Rumpfelektro-
nen global in Betracht gezogen werden, beruht die 
genauere zweite F o r m auf einer Gruppierung der 
Rumpfelektronen nach der Nebenquantenzahl und 
führt im Falle eines Valenzelektrons mit der Neben-
quantenzahl l zu f o lgendem Ausdrude 

wo Di die radiale Elektronendichte der Rumpfelek-
tronen mit der Nebenquantenzahl / , r die Entfer-
nung v o m Kern, e die positive Elementarladung 
und o 0 den ersten BoHRschen Wasserstoffradius be-
zeichnen. W i e v o m Verfasser in einer vorangehen-

1 Man vgl. hierzu P. GOMBÄS, Die statistische Theorie des 
Atoms und ihre Anwendungen, S. 299 ff., Springer-Verlag, 
Wien 1949, wo auch ausführliche weitere Literaturangaben 
zu finden sind, sowie P. GOMBÄS, Acta Phys., Hung. 1, 301 
[1952]. 

2 P. GOMBÄS, Z. Phys. 118, 164 [1941], sowie Acta Phys., 
Hung. 1, 285 [1952]. Man vgl. auch den Beitrag von P. 
GOMBÄS in Flügge's Handb. d. Phys. 36, 168 ff., Springer-
Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1956. 


